X VAR sur (Q,A,P) . f, est une densité d¥ . F, est la fonction de répartition d¢ . Si F, (M) :% ,

M est une médiane théorique de On a alorsP(X <M) =P(X >M) :%

(X3, X,,...,X,, ) est unn—échantillon i.i.d. de la loi d¥ doncX,, X,,...,X,,, indépdtes de mémes loi que .
X, :12 X, est la moyenne empirique de 1'échantiliof, X,,....X, ) .
n

i=1

Pour toutw1Q |, Y,(w),Y,(w),....Y, @) est un réarrangement par ordre croissant des réels
X, (w), X,(@w),..., X, ). On adoncY(w) <Y, (w) £..<Y, (W) < ....2Y, @) .

Si on prendkindices distinctsi,i,,..., dans[[1,n]],

le plus grand des reels, (@), X, (w),..,X; (@) estsupérieur ou éga¥dw) .

Onadoncy, = min (max(xil Xi X, ) (1) ce qui peut s’écrir®, =¢, (X, X,,....X,).

I<ip<i <..<ig<n
En particulierY, =inf(X,, X,,...,X,,) et Y, =sup(X, X, ,...X, ..
On admet qué,,Y,,...,.Y,sont des variables aléatoires a densite .

Sin=21+1, Y,<Y,<..€Y, £Y,,<Y,,<....2Y,, et Y, est la médiane empirique de

1+1 =

de 1'échantillon(X,, X,,...,X,,) .

Partie |
1) a) soitk O[[1,n] ] .Soit Fy la fonction de répartition d¥_ et f, une densité d¥, .

OXOR, R, (X) =P, < x)=1-P(Y,>x) =1~ P(ﬂ X, > x)j et commeX,, X,,...,X, sont indépendantes ,

i=1
OxOR,F, (x) =1~ (1~ F, (x))". CommeY,admet une densité, , on a surR privé d’un nombre fini de
points , f, () = F; (x) = —n(1-F ()" (-Fy (x))

autrement dit ,f, peut étre définie p@xD R, f, () =n(1-F, (x))”_l f (X)].

OxOR, R, (X)=P(Y,<x) = P(ﬂ(xi < x)j et commeX,, X,,...,X, sont indépendantes ,

i=1

OxOR,F, (x) =(F(x))". CommeY, admet une densité, , on a surR privé d’un nombre fini de points,
f, (%) =F, (9 =n(F, (%) F(®)
autrement dit ,f, peut étre définie p@xD R, f, (X)=n(F (x))”_l f (X)|.

b)J,(x) =1, , variable indicatrice déX, < x| . P[X, < x]=F,(x) donc J,(x) - B(LF, ().
CommeX,, X,,...,X,,sont indépendantes],(X), J,(x),...,J,, (x)le sont aussi

et S (x) est la somme devariables aléatoires indépendantes de méme paemgix) .

CCL : [S,(X) > B(n,F, (X)) |.




c)Y,= min (max()(il Xi, X, ) doncY, w)< x ssi il existek indices distinctsiy,i,,....i, dans

1y <i <. iy <N

[[1.n] Jtels quemax(X; @).X;, @),..X, (W)} x autrement dit
(Y, <X) est réalisé ssi il existeindices distinctsi,,i,,...i, dans|[1,n]]tels que les variables
J,(%),J,(%),..,d, (x)prennent toutes la valeur 1CCL : |(Y, < X) =(S,(X) 2k)|.

d) On en deduiti xR, F, (X) = P(Y, < x) = P(§,(x) 2 k) :Zn:P(Sn(x): i).

j=k

CommeS, () - B(n,Fy (X)) ,|OxOR,F, (x) = i(nj(a (X))’ (@-F, (x))"|.

=k j

e ) SurR privé d’'un nombre fini de pointsf, (x) = F, (X).
On peut donc poser pour toxflR |,

f, (%)= zm[ J(F 00) ™ £ (L= F ()™ = (0= ))(Fy () (L= Fe GO ()]

! — | ———

{1 iy

En posantj’' = j +1dans le deuxiém{ , On obtient

n . U . .
soit fy (x) = £, ()| 2 J(?)(FX(X))‘_l(l- Fy (0)™ = Z (n- J)(nn_ jj(Fx (x)) (1= F ()7

n

-1 . . n -1 . .
f, 09 =nf, (x)[z(?_lj(a OINEIACEEDY [ " j(Fx () @-F, (x»“"} .

=k j=ke\ N~ ]

-1
Enfin par télescopagef, (X) = n(E _J(Fx (X)) (L-F, (x))"™* f, (x), autrement dit

fy (X) = k[:j(Fx () L= Fy ()™ f ().

f) Soit r ON". Supposons I'existence d&(X") . Alors I’intégralej'_ﬂo X' f, (X)dx est absolument

convergenteE(Y,") existe ssi I’intégralq' _+°° X' fy (X)dx est absolument convergente.

; n
X f, ()] < k(kj

X' fYk(x)|dx .CCL: |Si E(X")existe E Y, )exist|

2)a)Ox<1, F, (x)=0. Ox>1, Fx(x):l—i. Ox=1, F, (x)= !

Jx 2x/x

F, est croissante SLﬁit,+ oo[ . FX'(l):% . Equation de la tangente €h0): y:%x——;

F (0[]0, et f,(X) =0 doncO <

X' fy (x)| . Le critere de comparaison permet de

+00
conclure a la convergence Eﬂe




1 >
0 1 2
F, est continue suf-,] et sur[1,+c[ . De pluslim F, (x) =0 = F,(1).

FinalementF, est continue sWR et de class€'sur R -{1} .

CCL : | X est une variable aléatoire admettantensitéf, | définie par

1
Ox<1, f,(x)=0; Ox=1, f =
x (%) x &) ol
b) Soitr ON" . E(X") existe ssi I'intégrald =J'_+°°
X' 1 1
| = X f,(x)dx et Ox=1, x f, x——:—x
[ x R

Pourr ON’, g—r <ldonc| est une intégrale de Riemann divergente .

CCL : |X n'admet aucun mome]

c) Fx(x)=£«:» (1—%=—1etx2 = x=14.

d) Daprésl)e) IxOR, f, (x)= k( j(F (X)) @A-F, (X)) f, (x).

Ici on a doncOx <1, f, (x)=0etOx=1, f, (x)= k( j(l \/—)kl(\/—)nkz)(\/—

Ox=>1, fYk(X): ( j(l_\/_)kl n-k+3 |

—

Autrement ditlx <1, f, (x)=0 e

. 2 k n—I;+3
X

On en déduitf, (x) ~ E(”ji

3)a) Soitn=3 etk D[[l,n - 2]] .E(Y,) existe ssi I’intégralq'_m xf, (x)dx est abst convergente

. . +o0 k n 1
autrement dit 51[1 xfy (X)dx est convergentexf, (X) ~ :E(kjm et
X 2

———dx cv

n—k+1 Tkl
X 2

puis par critere d’équivalence les fonctions éfarsitives ,J'lm xf, (X)dx est convergente .

CCL: |OkO[[Ln-2]] E (¥, ) existe|




b) On aE(Y,) = j xf, (X)dx=— Uj 1- )kl nk+ch|x Soﬂl—j 1- J_)“i

X 2 X

Effectuons dand le changement de varialotlc,:i autrement ditx :i2

Jx

x=1lpourt=1 1
X>+oqdt - O t— t—zest de class€", strictement décroissante g, 1] .

dx=—%dt
t

. . 0 ke 2 . .
On obtient une intégralé = J'l (1-t) "™ 1(_t_3j dt de méme nature quieet égale en cas de convergence .

Commel cv, Jevetl =)= 2[01(1—t)"‘1t“"“2dt.

n
Finalemen E(Yk) = k(kjj'ol(l_t)k—ltn—k—Zdt .

| * X
¢) Soit(r,s)O(N'Y . Posonsl, = [ t(1-t)""t.

Montrons par récurrence sur I'entierque Or ON’ ,(DSD N’

L0 —1)!(s—1)!j

T (1 +s-1)!

1
* - s I -
e [UsUON , I, = l(1—t)s‘1dt: _a-y :—1 Ols—1): . La pté est vraie pour=1.
teJo s |, s s!

-1Di(s-1)!
« Soit r ON". SupposongIsOON™, I, :w Calculonsl,,,,
’ (r +s-1)!

= [ @ty = { r(1;)} o t_1(1 0y

S par une IPP :

Commer >1;s>1, le crochet s’annule eflsON’, IHl,s:LIrsﬂ.
s
-1)! | I(s-1)!
Avec I'hypothése de récurrence , on obtieistIN', | ,,,s= LA G L O (r).(s L' .
s (r+s)! (r+9)!

La pté est vraie au rang+1.

-1 I(s—-1)I
coL : [oroN' ,osan, 1 = C-DHS—DY
’ (r+s-1)!

d ) On en déduit d’aprés 3) b )IkO[[L,n-2] ] ,E (%)= k(Ejln'H'k autrement dit

(n—-k-2)1(k-1)!
(n-2)! '
n(n-1)

(n-k)(n-k-1)|

tko[[1n-4] ,EMFK(EJ

CCL: |OkO[[Ln=-2]] ,E(%)=




e )Supposonsn=21+1=25. Alors Y, <Y, <..<Y <Y,,<Y,,<....LY,,, ).

Il'y a autant de valeurs de I'échantillon inféri@uly,,, que de valeurs de I'’échantillon supérieur
aY,, d'oule nom de médiane empirique de 1'échanti(ldp X,,...,X, )pourY,,,.

Puisque2 +12 5, 12 2, n-2-(+1)= (2 +1)- 2= (+ =1 - 2= (etdoncl +10[[1n~- J]

Daprés 3)d) E(Y.,)=

(A+1)(3)_4+ 2et dong E(Y,+l)=4+i :
(-1 -1 -1

Ona doncllirp E(Y,) =4=M|

Pour un échantillon de grande taille , la médianpigque est proche de la médiane théorique .

4) SoitnON et Z, :izsup(xl Xy o X )=ig :
n n

a) OxOR,F, (x) = P(Z, <X) = P(Y, < xn%) = F, (n?) =(F (xn?)" . (voir 1) a))

. 1
On en déduit : DX<F,

F, (X)=0 ; szn—lz, an(x):[l—

1
XN

|

S
b ) Soit la fonctiong, : Ox<0, ¢,(x)=0 ; [Ox>0, ¢, K)=¢€ iy

1
e *20)

@, est croissante stR ( Ox>0,4, (x)= 1
2x/x

lim ¢()=0. lim g(x)=1.

¢, est continue suf-w, 0] et sur]0,+e[ de pluslim ¢,(x) =0 =4, (0)donc ¢, est continue SR eta

fortiori continue a droite en tout point .

D'aprés[1], [2],[3, |#,est la fonction de répartition d'une VAH,

De plus commg, est continue siR et est de class€'sur R-{0} ,

c) e Soitx<0 Alors F, (x)=0 etdonc Iirp F, (X =0=¢,(x) .

* Soit x>0 . Commelim iz=0<x, h,ON ,Dnzno,x>i2 .
n

na+oon
n .(1_41

Onadoncpounzn,, F,(x)= (1—

Xn?
1 1 : 1 1
Onaln|1-— | ~ ——— et par suitenin| 1- ~ —.
( lxnzjnaﬂm lan ( lxnzjnaﬁn /X

-1
Onadondix>0, lmF, (x)=e =g, (x) .

Z est une VAR admettant un den{

CCL : |La suite de variables aléatoire (£,)  erge en loi vers |,




Partie Il X — N(6,1) .

5) Xy, X,.....X,, indéptes de mémes I6i(6,1) donc’> X, > N(n@,n)et 13" X, -5N(8,— xn).
k=1 [ vy n

CCL: X > N(H,i) . X_ est fonction dg X, X,,....X,), n—échantillon i.i.d. de la loi d¥ de paramétre
n

6, donc X, est un estimateur d&. PuisqueX_ — N(H,l) , E(X,) =6 donc X, est sans biai
n

et r(x )= V(X ) == D [ 0 donc Xnest converger ( autre méthode : loi faible des grands nombres )

6 ) ®est continue suR (la loi normale est a densité ) et strictemenissante ®'(x) = @(x) >0)
donc d'aprés le théoréme de la bijectioh est une bijection d& sur 0,1 ( lim ®(x) =0; lim &(x) =1)

et|®'est une bijecton dB  sfr f|. X -0 0 +00 x| 0 1 1

CD(X)‘ / 1 /fzg/' o0
0

—00

b) Soita0]0,] . Posonsy ¢ ¥ & . On cherche doné > Otel que P[X_n—ds O<X + 5} =1-

AIors[X_n—d, X, + 5] st un intervalle de confiance dkau risquer de marge d’erreuy .

TEET

P[X,-0<6<X,+3|= [ <X 5} ouX" = N(0,1).
Onadonc:P[Xn 5<6 <X + 5]=1 a'«:»CD(é'x/_) P(-0vn)=1-a = 20EJn)-1= -a

Or P[X_n—és st_n+5] = P[H—Jsx_ et comme X, - N(H,%),

Autement dit comm&—ED]O,i , O vérifie : d/n = CD‘l(l—%) et par suiteu(a) =—CD‘1(1—%).

Jn
Or on sait quedxOR , ®(-x) =1-P(x) et donc pour touy1]0,1, OxOR, -d™(y)=d7(1-y)
1 .,
CCL: |u(a)=-——=o™(2)|.
H(a) n (2)

_+ 4, B _£ 1, a
c) Soitb0]0,J et B0]0,1 tel que w(B) =bu(a) . Alors \/_db £y = \/HCD (2).

On en déduit qu}egz ZCD(bCD‘l(E)j .

a0]o,q donc% 0 }O%[ et d’aprés le tableaude variation @é*, Cb‘l(%) <0

et commeb<1, bd)‘l(%) > d)‘l(%) , puis par stricte croissance deg, d)(bd)‘l(%)j >£2.

CCL: B>a.Comme on avai(f) < u(a), on peut conclure que si on veut diminuer la margereur ,
on obtient un intervalle de confiance avec un mspgus élevé .




7) g,est 'ensembles des estimateurs@déonctions de(X,, X,,...,X, )sans biais et admettant une variance .
Soit Z, g, . Z, est optimal dans, si (UU,0O¢&,, V(Z,)sVU,) ).
On admet quélU, [¢,, cov(X, U, - X_)=0.

a)Daprés5) XDgg.

b)0OU, O¢g,, V(Z,)<VU,)
SoitU e, alors cov(X, U, - X_ )= Oet par bilinéarité de la covarianceov(X, U )=V (X.).

OnadoncV(X, -U,)=V(X,)-2cov(X, U )+V U, )=-V (X, )+V U, )= 0( une variance est positive ).
On en conclut quélu, O¢&,, V(X_n) <VU,). X_n est optimal dans,

c) Soit Z, un estimateur optimal darg etU Ueg,. On pose poud R , A(1)=Z,+AU,-Z,).
OnaalorsA, 4 ¥ A 4,+AU, . A(A)estfonction dg X, X,,...,X,, )donc est un estimateur dke.

De plusZ, et U admettent une espérance et une variance dpft) aussi .

Par linéarité de I'espéranE€A, (1)) = (1-A)E(Z,)+AEU,)et commeU, Og,et Z, Og,,
E(A(A)=@0-A)8+18=86.A (1) est donc un estimateur sans biai#ddmettant une varianc; (1) Ue,

De plusV (A (A1) =V(Z,+AU,-Z))=V(Z, )+ AV (U, -Z)+2AcoviZ, U, -Z ).

CommeA, @ Je et queZ, estun estimateur optimal dagg, onV (A, (1)) =2V(Z,).
Ainsi DAOR, AAY(U, -Z,)+2AcovZ, U, -Z,)=C.

On en déduit que le discriminant= 4(cov(Z, U, - Z, )y est négatif ou nul,
autrement ditcov(Z, U,—-Z,)= 0.

CCL: |SiZ, est optimal dans, ,alold@,Ue¢, ,cayU,-Z, =) |

d)Onavu que)Tn est optimal dans, Soit Z, un estimateur optimal darzs .

Alors d'aprés ¢ ) cov(Z, X, —Z, )= 0 et comme d’aprés le résultat adriisl_ [ &,, cov(X, U, - X_)= 0,
on a aussicov(X, ,Z, — X, )= 0. On en déduitov(Z_, X —Z )+ cov(X. Z. —X_ )= Cet donc par bilinéarité
de la covarianceov(Z, - X, ,X, —Z, )= 0, autrement di/(Z, - X,) =0.

Par suite Z, —X_n est presque slrement constante et coEﬂﬁﬁ—X_n) =0-6=0 ,|Z,=X,p.s

Il'y a unicité “presque sare” de I'estimateur optimal dans &,

8) a) SoitxUR. F, (x)——<:> P(X < )—_;Q P(Xlﬁ x_gj:%_

CommeX — N(8,1), X —XTHHN(O 1)et dond~, (x)——«:» d(x— 6)—E—<D(O)«:» x=46

(@ injective).

CCL: ‘La médiane théorique existe , est unique et Mauw\.




_(M-9)?
b) f,(M)=—=—e 2T etcommeM =6 ,

N f (M) = J_

X-6

Soit xUR. F,(2M —=x)=F, (20-x)=P(X £ 20—-x)= P( s@—xj =@ @-x).

D’autre partl-F, (X)=1-P(X <X)=1-P(X -8<x-0))=1-® k-60).
PuisqueluR ,®(-u)=1-®d(u), on a bieriquD R, F,(2M -x)=1-F, (X)|.
En dérivant (X - N(&,1)donc F, est dérivable suR ) , on obtient dongIxOR , f, (2M —x)= f, (X)|.

c) Soitk O[[1,n]] .D'apresl ) 1) e) ,OxOR, f, (x) = k( ](F (X)) (1- Fy (X)), (X))
Dapresl) 1) f), commeE(X)existe ,E(Y,) existe et par suit&(Y, — M) existe aussi .

D'apres 8) b) .,f, (2M —x) = k( j(F (2M - X)) @A-F, (M —x)J ™ f, (M —-x)

k@ (1= F 00 (B 00)"™ £ 9.

n-k k-1

Par suite le changement de variakle 2M —u( u - 2M —uestC", strictement décroissante dRr) dans
une intégrale convergente donne :

[T x=M) (9= "(M -u) £, (2M —u)(=du)=[ (M -u)f, ,_ (u)du,

Comme(n— k+1)( —k+1]_n(n_lj (n 1} k(m onalxOR, f, 2M -x)=f, (x).

autrement di’tDk O[[Ln] JE( =M)=EM =Y, ,.,)|

d ) Supposonsn=21 +1. Aveck =| +1, I'égalité précedente donre(Y,,-M)=E(M -YVY,,),
autrement dite(Y,,,) —M =M —E(Y,,,) . CCL : |E(Y,,)) =M |
L’espérance de la médiane empirique est égale ar@diane théorique .

CommeE(Y,,)=M =86, Y,, (quiestfonction d¢X,X,,...,X, ))un estimateur sans biais@e
D’aprésl ) 1)f), commeE(X?) existe ,E(Ylﬂz) existe etY,,, admet donc une variance .
On en déduit qué,, [ &, et puisque7n est optimal dans, V Y(, 3V Z

or X - N(H,%) doncV(X,) :%. On peut conclure qu¥/ (Y.,) 2%

Partie IlI.

T+ N(0,1). U VAR . Erreur d’énoncé : On pose , pallR, (L, (s)=E(e")|sous réserve d’existence .

9)a) 0<p<1.J B(1,p). € estdiscréte donc admet une espérance et ave&deme du transfert ,
on obtientL, (s) = E(e¥) = e”°P(J = 0)+e™'P(J = 1)autrement di’tLJ (s) =q+ pe’l.




e
e 2dt est absolument convergente .

) . [t 1
b) D’aprés le th du transfert,, (s) = E(e*") existe ssi e x
) D'ap e (s) = E(e”) [ Ton

2 _(t-5)? s)?

| =e2? x L J' e 2 dt—e J' f (t)dt ou f est une densité de la Idi(s,1).

1%~/ 27T

On en déduit que., (s) existe et vaute? |,

2

c) Soit(6,0)ORxR" . e =e¥xe”™ avecs =so.
s?
Avec le 9) b)), on peut en déduire I'existencef(e™”*?) et sa valeur L ;,,(s) =€¥ xE(e’") =¥ xe?

s’g?

s6
autrement di}ﬂ]sD R, L .(5)=e 2

10) SoitxOR . On pose pounON', |y, =M +—=|, [q, = F, (y,)] et k(n)zwﬂ

n

a)on aEJ < % < FZJ +let doncO< k(n)—g <1. La suite(k(n) —g) est donc bornée .

k(n) -

n
On en déduit puisquém 1 =0, lim 2. =0 autrement ditk(n) = D+o(ij
n-+o /N T Lt \/ﬁ no+o 2 \/ﬁ

b) Puisquef, estC”sur R et queF, = f,, F, estC”surR et en particulieC'sur R .

En appliquant la formule de Taylor-Young a la fooctF, a I'ordre 1 au voisinage de! ,

t-M
|

F. (M)+o(t-M) et donc pout =M + 2

Jn

On obtientOt R, F, (t)=F, (M) +

F, (M +\/_) F, (|v|)+\/_|: (M)+o(\/xﬁj

Comme FX(M)ZE etFX'(M):fX(M) \/_(v0|r8)b)) on a bien

q, =F (M +

Pl )

c) On pose pounON’, |u, = —(k(n) ng,)|. De 10)a) b)), on tir&(n) - nq, :—3\2/_5 +0(y/n)
T

&l

et par suite y, = - +0(1).CCL : |lim u,

X
n- oo \/277'

X
N2




11) a) On pose pourdN", |W, =%(Sh(yn)—nqn) .
n

Dapres1l)b) S,(X) = Zn:Jk(x) avecJ,(x),J,(x),...,J, X)indépendantes de I&(1,F, (X))

CommeF, §, ¥y, S,(%) =3 (¥,) avec ,(¥,),J5(¥,),--d, (v, Jindépendantes de I@(Lg,) -
k=1

S, (X) — B(n,F, (x)) donc S,(x) — B(n,q,).

B} (S0w) N3y
On aWn=%(Sn(yn)—nqn)et donc poursCR , e =g % x gl ’ =e5ﬁqnxneﬁ "
n =

Les variables en présence sont toutes discretesldp(s) existe et par indépendance dkgy, ),

_ I\ — svng, n %Jk(yn) — _-s¥ng, n S
Ly, (5) =E(e™") =€ qqu(e )=e q"l:l'-Jk(yn)(ﬁ)-

En appliquant le 9) a ), on obtient dodsUR, L, (s)=¢€ -sVn, (1— d, +qneﬁ] .

b) On en déduitisOR, In(L, (s))=-svng, +n|n(1+ q, " —1)}.

2 S 2
On a au voisinage de 0 g =1+ x+X—+o(x2) . On en déduig’ :1+i+s_+o(1).
2 Jn 2n 'n

La formule de Taylor Young a l'ordre 2 dg, au voisinage dé/ donne :

F (M +\/_) = (M)+\/_F (M)+ ZF (M)+O():J'

_(6-0y
CommeF, (M)=f, (M)=1f, () =- 00 —O,ona:qn:%+ X +o(—1j.

\/277 J2rm n
. . - 2 1 1
Par produit , on obtie e -1 :i+ S—+i —+o(—j.
P o ) 2Jn (4 N2mr)n n

2
On a au voisinage de 0 In(1+x) = x—X?+o(x2) .

On en déduit par composition , comrtfim qn(eﬁ -1)=0,

S

sl s ([ 1.8, (1 Fioq|=Sn, s,
In(1+qn(e 1)} 2\/_+(4 \/_jn 8n+o(nj et nln(1+qn(e 1)] 5 +8+\/ZT+0(1)'

1 X -svn X 1
D’autre part avec le 10 ) byssvn n:—sﬁ(—+ +olj:———+o[—j.
P ) brsvna 2 J2m e 2 Jor \Wn

2
Enfin par additio+DsD R, n(LW (s)) = E o(1)|. On en déduiIsOR,  lim L, (s) = eB

n- +oo

s’g?

et comme d’'aprés 9 ) ¢ JsOR, L,;,,(S) = ese+7, on conclut queIslR, nIim Ly, (8) =L (9) |
— +00 E




12) Pourx=0,onay,=M , qn=Fx(M)=%,

S(y,)= ZJk(yn) avecJ,(y,),Jd,(Y,),-...J, (v, )indépendantes de méme I&(l,%).
k=1

1 _1 S0 TS s () -E(S,0) 1o
W= (S0 mnxa) = et = s )2 )

4
D’aprés le théoréme de la limite centré® (y.) converge en loi vers la VAR de loi N(0,1).

Soit xOR . lim F,, (%) = lim P(W, <X =lim R(S,(y,) s2% = (T s2x):P(£sx).

CCL : |W, converge en loi vers la VA% :

13)a)D'apres1l)c )[’Sn(yn)> k(n)] I:Yk(n) < Yn} { km SM +\/Xﬁ} z[\/ﬁ(Yk(n) -M)< X]

Dautre part[S, (y,)= k(n) ] = [%(sn(yn)—nqn) z%(k(n) ~nq,) } W, 2u,].

On peut conclure Ex/ﬁ(Yk(n) -M)< x] =[S.(y))z k()] =[W, 2 u,]|.

b)OsOR, L, , (5) = E(“™) =E(e*e™™) =e™L,, (-95)

D'aprés10)c) limu, =- X et d'apres 11) b )UOsUR, lim L, () —e8 .

N2

On en déduit quélsUR, lim L, , (9) =e?® f etavec9)c):0OsUR, IlimL, (=L,

2

—_ X '

8l

Comme dans I'’énoncé , on admet alors que la sfuife-W,) converge en loi vers la VA% -

4

X < 0) autrement dit

NE,

On en déduitim P(W, >u,) = lim P(u, -W, <0) = p(IZ -

pourtout xR, I|m P(W, =u,) = P( T <X |

c) D’aprés 13) a) P[\/H(Yk(n) -M)< x] P[W, =u,] et par suitdim P[\/_(Yk(n) -M) < x] P( T < X)

n- +oo

n- +oo

En posant = x\/%, on obtientlim Pﬂ /@(Yk(n) -M) < t} =P(T <t) pour toutt R (qu\/z bij deR dsR)
77- n

CCL : |La suite de variables aIeatowE#2 Yok =M j ) camgeeen loi vers la VART |.

nON”




14 ) On suppos@=21+1 (I ON).

k() =EJ+1={| +%J+1=| +1,

QD
~

b)D’ aprés 8)d) E(Y.,) =M pour toutl OR doncr!irp E(Ve) =M |.

¢ ) PuisqueE(Y ) =M , V(%) = E((Yk(n) -M )2) ZZ_ZE(( 2_7:(Yk(n) -M )J J

On en déduit d'apreés le résultat admis §i(¥,,,) ~ ZEE(I'Z).
n- +oo n

T — N(0,1) donc E(T?) =V(T) +(E(T))2 =1. FinalemenN(Yk(n))n - 2—7; ,

_ COV(Y) Xn) _ GOV = Xy X HV X))
T(Ym)o(X,) (V) (X,) '

d) p,

D’aprés 5 )V(Yn) _ :
n

D'apres 8) .Y, =VY,, ¢, et d'apres 7) X_ est optimal dans, donc cofY, — X, X, =) .

1
On en déduitp, ~ —"—— et|lim ,on:\/z .
SRR
2n " \n



